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Cuestiones

1. (1 punto) Teorema de Liouville. Un sistema de N partfculas cldsicas no interactuantes
est4 confinado en una caja tridimensional de modo que su hamiltoniano es:
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El sistema est4 descrito por una funcién de distribucién en el espacio de fases:
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donde A es una constante de normalizacién.

(a) Demuéstrese que la distribucién en el espacio de fases p permanece constante a lo
largo de la trayectoria del sistema en el tiempo, dp/dt = 0.

(b) Interprétese este resultado a la luz del teorema de Liouville.

Nota: Téngase en cuenta que
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2. (1 punto) Principio de entropfa mdzima de Jaynes. Considérese una superficie formada
por M nodos de adsorcién que pueden adsorber como méximo una particula por nodo,
siendo N < M el niimero de particulas adsorbidas. Suponiendo que mediante el contacto
con un reservorio se impone el nimero medio de particulas adsorbidas, (N)/M=cte. y
utilizando el principio de entropfa méxima de Jaynes para la entropia por nodo, obténgase
la distribucién de probabilidad éptima de ocupacién por sitio, p.

3. (1 punto) Considérese un sistema de particulas bosénicas en una caja de volumen V' que
siguen una relacién de dispersién E(k) = Ak* donde @ < 3 es un pardmetro positivo.
Obténgase una expresién de la temperatura de Bose T para la transicién a la conden-
sacién de Bose-Einstein y analicese la fraccién de particulas en el estado fundamental a

T < Ts.

4. (1 punto) Considérese un gas de fotones en una cavidad de volumen V' a una temperatura
T. Demuéstrese que las fluctuaciones en el nimero medio de fotones divergen. ;A qué
puede deberse dicho resultado? ;Puede el gas de fotones experimentar condensacién de
Bose-Einstein? Justifique la respuesta.



Problemas

\.(1,5 puntos) Adsorcidn localizada: evolucién temporal. Consideremos un sistema con M
nodos de adsorcién, donde cada uno puede estar vacfo u ocupado por una particula. Sean
el ntimero de nodos ocupados a tiempo ¢ y sea P,(t) la probabilidad de un microestado en
el que n nodos estén ocupados. Si las tasas de transicién entre microestados del sistema
pueden escribirse como W (n|n + 1) = waas(M — n) (adsorcién) y W(n[n — 1) = waesn

(desorcién),

Wt M = (1 = 1)) W (M —1)
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a) escribase la ecuacién maestra que describe la evolucién temporal de P,(t) y obténga-
se la relacién de recurrencia para P, en el estado estacionario.

b) Esttdiese la evolucién temporal del niimero medio de nodos ocupados

M
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y obténgase la ecuacién cinética de Langmuir
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donde @ = (n)/M es la cobertura superficial.
Nota: Téngase en cuenta que, en las condiciones del ejercicio,
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c) Sila superficie estd en contacto con un gas ideal de particulas de masa m a la presién
P, los procesos de adsorcidn y desorcién pueden modelarse mediante la teoria cinética
y expresiones de tasas activadas térmicamente. Asi, la tasa de adsorcién por sitio
vacio es:
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donde S € [0,1] es el coeficiente de adherencia, y la de desorcién wyes = v - e™#Edes
donde v es la frecuencia de intento y Eges la energia de desorcién. Obténgase la
isoterma de Langmuir como solucién de equilibrio de la ecuacién del apartado an-

terior:




2. (1,5 puntos) Adsorcion localizada. Consideremos una superficie formada por M no.dos
equivalentes y localizados cada uno de los cuales puede adsorber, de manera mdependxer.l-
te, una particula del adsorbato constituido por un gas ideal en contacto con la su;zerﬁme
a una presién P, temperatura T’ y potencial quimico, p = po(T") + kpT In P. Ca'lculme la
fraccién de nodos, @ = N/M, que se encuentra ocupada en el equilibrio en términos de la
funcién de particién canénica de un particula en el nodo, g(T), represéntese gréficamente
la isoterma de Langmuir obtenida y analicense los limites de alta y baja presién. Escriba-

se la expresién de ¢(T’) en el caso en que el potencial en el que se encuentra adsorbida
la partfcula sea un potencial arménico tridimensional isétropo de frecuencia wg.

3. (1,5 puntos) Ondas de capilaridad. Las ondas de capilaridad son ondas bidimensionales
que se propagan en la superficie de un fluido con un tinico modo de oscilacién. La relacién
de dispersién de estas ondas de tensién superficial en un liquido de densidad mésica p.,
y tensién superficial o es N

w?= k3
Pm
a) Obténgase la densidad de estados de las ondas de capilaridad.

b) Obténgase una relacién andloga a la de Debye para la contribucién a la capacidad
calorifica por unidad de superficie de las ondas de capilaridad, teniendo en cuenta
que el nimero de ondas en un sistema cerrado no es constante.

c) Obténgase la frecuencia de corte de las ondas (equivalente a la de Debye) y la
temperatura asociada. Demuéstrese que la frecuencia es proporcional a \/r—ln' con m
la masa de las particulas del fluido. Particularicese el problema para el caso del
He liquido (¢ = 0,352 - 1072 N/m y mg, = 6,646 - 1027 kg). Téngase en cuenta

ademds que la densidad superficial de 4tomos del fluido puede expresarse como
N/S = (pm/m)*>.

4. (1,5 puntos) Adsorcién deslocalizada. Considérese un gas ideal cldsico de N &tomos de

masa m contenido en un recipiente de volumen V' y superficie A en equilibrio térmico
a la temperatura 7. Una determinada fraccién de los 4tomos se encuentran adsorbidos
en la superficie del recipiente sobre la que pueden moverse libremente y sin interaccién
entre ellos. La energfa de un 4tomo adsorbido es:
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donde p'es el momento bidimensional y ¢, la energfa de adsorcién.

a) Calcilese la funcién de particién canénica Zg de los Ng dtomos adsorbidos en la
superficie y la funcién de particién candnica Zy de los Ny dtomos en el volumen.

b) Calciilese el potencial quimico pg de los Ng 4tomos adsorbidos en la superficie y el
potencial quimico py de los Ny 4tomos en el volumen del recipiente.

c) Apliquese la condicién de equilibro para calcular el nimero medio de &tomos ad-
sorbidos por unidad de superficie (Ns/A) en funcién de T'y de Ny /V.

d) Obténgase la nueva relacién entre el nimero medio de 4tomos adsorbidos en la
superficie y el potencial qufmico, en caso de que la superficie estuviese formada por
M zonas de adsorcién, cada una de ellas de drea S (A = M S), que pueden estar

ocupadas por un dtomo o vacfas y, en caso de estar ocupadas, dicho dtomo puede
moverse libremente por la correspondiente drea S.



Relaciones matemaéticas de posible utilidad:

Aproximaciones
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Varios
Volumen de una hiperesfera de radio r en D

dimensiones:
D;D/2

Yo = 55+
Teorema multinomial
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Constantes fisicas de interés

kg = 1,38107% J/mol K Cte. Boltzmann
h = 6,63107* kg m?s™! Cte. Planck
me = 9,11073! kg masa del electrén
m, = 1,6749 10~% kg masa del neutrén
mp = 1,6726 107" kg masa del protén
e = 1,6107Y C carga del electrén
¢ = 310°ms™! velocidad de la luz
py = 5,051072 y -1 magnetén nuclear
kB = 9,27107* J T~! magnetén de Bohr



